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“No hay camino real hacia la Geometria” (Euclides, = 300 a. C.)

Rafael Sanzio: La escuela de Atenas (1512, fresco. Ciudad del Vaticano) detalle.

REGLA Y COMPAS



Algunos ejemplos: dos poligonos regulares

Tenemos un compas y una regla sin medidas marcadas.

A B

Marcamos primero dos puntos A y B, y trazamos la recta que determinan. ° °
A continuacién, trazamos las ) Dibujamos la circunferencia
circunferencias de centros Ay By . de centro E que pasa por A:

. G c
radio AB. .
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Aparecen los puntos C, D, Ey F. Hay nuevos puntos: G, He .

Finalmente unimos los puntos B, C, G, E, Hy D, o los puntos G,H y B:
G C G C

Triangulo equilatero Hexagono regular



Algunos ejemplos: Bisectriz de un angulo

Consideramos el angulo BAC: Trazamos la circunferencia con centro en A que pasa
por By se obtiene el punto E.

C

Y la circunferencia con centro en E que pasa por A.

A
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Dibujamos la circunferencia con A "5
centro en B qug pasa por A. £ C -
E © ®
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C
E F
Finalmente, trazamos la recta AF. Esta semirrecta, que AY °

divide al angulo BAC en dos angulos iguales BAF y FAC,
y se llama bisectriz del angulo BAC.



Algunos ejemplos: Poligonos + Bisectrices

Si dividimos por la mitad los dngulos centrales del hexagono regular, construimos un dodecagono regular.
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Si seguimos bisecando angulos, vamos a poder construir poligonos regulares de 24, 48, 96, ... lados.



Algunos ejemplos: Poligonos + Bisectrices
Y, si tomamos un vértice de cada tres del dodecagono regular, obtenemos un cuadrado:

Nuevamente, si a los angulos centrales del cuadrado los
dividimos por la mitad, construimos un octéogono
regular:

Y, si seguimos bisecando angulos, vamos a poder
construir poligonos regulares de 16, 32, 64, ... lados.



Las reglas del juego o équé se puede hacer? (y qué no)

Las normas basicas son:

* Se puede trazar la recta que une a dos puntos marcados y la circunferencia con centro en un punto
marcado y radio la distancia entre dos puntos marcados.

 Todos los puntos que se obtengan del corte de dos rectas, dos circunferencias o una recta y una
circunferencia que hemos podido dibujar, pasan a ser puntos marcados y los podemos usar para seguir

dibujando.
J resulta construible siguiendo las reglas establecidas.

Ejemplo:




Mas construcciones posibles: Perpendiculares

Se puede construir con regla y compas la recta perpendicular desde un punto a una recta determinada por
otros dos puntos:

Se traza la
circunferencia
con centroen B
que pasa por C.

Y después la
circunferencia
concentroAy
que pasa por C.

La recta CD es la perpendicular a AB
que pasa por C.

Trazamos la recta que une Cy D.




Mas construcciones posibles: Paralelas

También se puede construir con regla y compas la recta paralela desde un punto a una recta determinada por
otros dos puntos:

Aprovechemos Dibui |

la construccion _' S 05 a_'
“anterior.de la ¢ circunferencia con centro

perpendicu ’ Ay radio igual

cD ala distanciade CaE.

B

Se traza la circunferencia con centro C
y radio igual a la distanciade A a E.

Larecta CF es la
paralela a AB
que pasa por C.




Preguntas posibles

(Podremos dibujar lo que se nos ocurra usando estas normas? Y si no, ;qué construcciones podremos
hacer y cuales no?

Algunas de estas preguntas ya fueron formuladas por los matematicos de la Grecia clasica hace mas de
2000 anos. Nos dejaron tres problemas clasicos sobre construcciones con regla y compas que fueron
resueltos definitivamente en el siglo XIX.

i

Triseccidn del angulo Duplicacién del cubo. Cuadratura del circulo.



Otro problema: Poligonos

Otra pregunta que puede hacerse esta relacionada con los poligonos regulares.

Ya hemos visto que los poligonos de 3, 6, 12, 24 ... lados son construibles con regla y compas. Y también
los de 4, 8, 16, 32, ...1ados. Pero, ;y el pentagono? ;Y los demas?

La pregunta concreta es: ;Para qué valores de n se puede construir un poligono regular de n
lados con regla y compas?

Un enfoque moderno: Coordenadas.

para eso vamos a trabajar en un par de ejes de
coordenadas cartesianas.



Numeros construibles

Decimos que un numero real positivo es construible si es la distancia entre dos puntos construibles.
En el cuadrado que construimos observemos el tridngulo rectangulo ABC

C=(0,1) el segmento BC es su hipotenusa:

d(B,C) =12 + 12 = /2.

Por lo tanto, V2 es un niimero
construible

B=(1,0)

1, 2, 3, 4, ... son numeros construibles
pues son las distancias al (0, 0) de los Trazamos la recta que pasapor Ay B,
puntos construidos sobre el eje X. y la circunferencia con centro Byfradio b = d(C;D).

Consideremos ahora dos puntos A y B que estan a distancia a.

Y otros dos puntos D que estan a una distancia b menor.

D C
C —o —0

A
A d(A,E)=a+b d(A,F)=a-b
Si a > b son construibles, entonces a+b y a-b también son construibles.



Numeros construibles

El producto y el cociente de niumeros construibles también es construible

o
=S 0Cc=ab
b
\C
B 4.
O .h*“"'h- A

La raiz cuadrada de un numero construible es construible




Numeros construibles

Teorema:
Un numero positivo es construible si y solo si se puede escribir utilizando los numeros
naturales o cero (0, 1, 2, 3, 4, ...), las operaciones +, -, x, + y la raiz cuadrada.

Por ejemplo:

= 3,2,V5

V5-1
| —
4

1 1 1
——+ V17 + V34— 2V17 +

+ %\/17 +3V17 — /34 — 217 — 24/34 + 217

Todos ellos son numeros construibles.



Numeros no construibles

A partir de la caracterizacion anterior, se puede probar utilizando algebra que hay niumeros no
construibles.

Por ejemplo, consideremos la ecuacion ax3 + bx> + cx+d =0 donde a, b, ¢, d son numeros
enterosy a # 0.
Teorema:

Si la ecuacion anterior no tiene soluciones racionales, es decir del tipo e/f con e y f enteros,
entonces sus soluciones positivas son numeros no construibles.

Por ejemplo, consideremos la ecuacién: x3 —2 = 0 que tiene todos sus coeficientes enteros ;
sabemos que sus raicen enteras, si es que existen, deben ser divisoresde 2( +1, + 2)y ninguna
sirve. No puede haber soluciones racionalesy 3/2 es un nimero positivo y solucién de la ecuacion.

Conclusion:
3/2 no es un niumero construible.



Respuesta a los tres problemas clasicos

Duplicacion del cubo

Si consideramos el desarrollo del cubo de lado 1. Su volumen es 1. Por
lo tanto, si queremos duplicar su volumen, tendriamos que tener un
cubo de volumen V = 2=[3.

Para eso, deberiamos poder construir un cubo de lado [ = V2 .

3 L4
- Pero acabamos de ver que /2 no es construible!

Supongamos que queremos trisecar el angulo BAE de 120°,
entonces tendriamos que poder construir el angulo IAB de 40°:

Triseccion del angulo

La distancia entre Ay J es igual a d = cos(40°), y
que satisface la ecuacion 8x3 —gx+1 =0

Esta ecuacion no tiene raices racionales.
J B=(1,0)




Cuadratura del circulo

Supongamos que queremos cuadrar el circulo del dibujo donde A = (0,0) y B = (1,0).

La superficie del circulo es S = T ; entonces,
el lado del cuadrado deberia ser [ = /7.

Es decir para que el circulo se pudiera cuadrar,
v/t deberia ser un numero construible.




Poligonos regulares: Respuestas

Consideremos un cuadrado de lado 2 y hagamos la siguiente construccion:

P
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Ya hemos construido un pentagono con regla y compas

Asi hemos construido el angulo de 108°
qgue es el angulo interior de un pentagono

o

(&
90 — —

2 2 — 180
- . 5++/5
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Poligonos regulares: Respuestas

La construccion anterior aparece en los Elementos de Euclides. Veamos ahora una nueva construccion:
En una circunferencia de radio OA=1, trazamos B punto medio de Oy P y la bisectriz del angulo OBA:
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Poligonos regulares: Respuestas

Consideremos ahora al pentagono regular y trazamos la recta paralela al eje OY desde J.

Hemos visto que la distancia de A a C es igual /5 — 1
L que es un numero construible. 4

D Resultado

El poligono regular de 5 lados (y el de 10, 20,
40, ...) es construible con regla y compas.

C .B=(1,0)

A =0, 0
©.0 Teorema:

(Gauss (1796)-Wantzel (1837)) Un poligono
- regular de p lados (p un nimero primo) es
construible con regla y compas si y solo si

o p - 1 es una potencia de 2.




Poligonos regulares: Respuestas

Ejemplos:
De3y5lados - construibles.
De 7,11,13y 19 lados - no construibles.

Teorema:

(Gauss (1796)-Wantzel (1837)) Un poligono regular de n lados es construible
con regla y compas si y solo si cuando factorizamos n como producto de

primos solo aparece una potencia de dos y primos impares distintos tales que
al restarles 1 a cada uno dan potencias de dos.

Ejemplos:

De 15 = 3-5 lados - construible.

De 140 = 22.5-7 lados - no construible.
De 60 = 22-3:5 lados - construible.

De 180 = 22-3%:5 lados = no construible.



Poligono regular de 15 lados

Se dibujan, partiendo de un mismo vértice un pentagono regular
y un tridangulo equilatero.

El segundo vértice del triangulo divide a dos arcos
del pentagono en tres partes iguales.

/AOB = /AOC — /BOC = (72° 4+ 72°) — 120° = 24°




Poligono regular de 17 lados

Si dibujamos un poligono regular de 17 lados, se puede probar que la distanciade A a S es igual a:

1 1 1
— =+ V17 + /34 - 2V17 +

: ’ +§\/17+3\/17—\/34—2\/17—2\/34+2\/17

y iLuego, d(A, S) es un numero construible!
A=(0,0) slig
. Resultado:
! El poligono regular de 17 lados (y el de 34, 68, ...) es
. construible con regla y compas.
) ° Pero esto ya lo sabiamos:

i17 es un numero primo,y 17 -1 = 16 = 2*!




Poligono e@u!ar lados
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Para terminar

Los Unicos numeros primos que se conocen que al restarles 1 da una potencia de dos son:

3=2'+1
5=2%2+1
17=2%+1
257 =2%+1
65537 =2'°+1

Conjetura:
Hay infinitos numeros primos de esta forma.
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CARL FRIEDRIGH CAUSS
SWILHELM® WEBER

La estatua de Carl Friedrich Gauss con una
estrella de 17 puntas (que representa el
poligono de 17 lados qué demostré que se
podia construir con regla y compas) esta -
ubicada en su ciudad natal :
Brunswick(Braunschweig), Alemania
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